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Abstract 
For every species F of structures and every partition 2 = (21 ,/~2 . . . .  ) of an integer n, let us 
denote by t~ = t~(F) the number of orbits under the natural action of the Young subgroup 
~ = ~;.,,,~ ..... ~< ~.  on the set of all F-structures with underlying set In]. The goal of this text is 
to prove the existence and to compute the coefficients of a 'generic' formal power series of the 
form 
f .(q) = t. + ( - - t .  + t . -  l .1)q + ( - - t .  + t . -  e.z)q 2 
q- ( - - tn-1.  1 -- in-2. 2 d- /n-2.1,1 + tn 3.3)q 3 + '" -  
This series describes, for each value of k, the individual coefficient of qk in the q-enumeration f 
F-structures for every sufficiently large n. The q-enumeration considered here was introduced 
by H616ne D6coste 0989, 1993). It consists of a polynomial in q of degree n(n - 1)/2 which 
interpolates between unlabeled enumeration (q = 0) and labeled enumeration (q = 1) of 
F-structures on n points. The existence of the generic q-series was suggested by D6coste (1989, 
1993) after examining tables for small values of n. 
Resume 
Pour chaque esp6ce de structures F et chaque partage 2 = (21,)~2, ... ) d'un entier n, d6sig- 
nons par ta = tx(F) le nombre d'orbites de l'action naturelle du sous-groupe de Young 
~ = ~;~,,~. ..... <~ ~.  sur l'ensemble des F-structures dont I-n] est l'ensemble sous-jacent. Le but 
du pr6sent exte est de d6montrer l'existence et de calculer les coefficients d'une s6rie formelle 
~g6n6rique>> de la forme 
f .(q) = t. + ( - t .  + t . -1 .1)q + ( - t .  + tn_2.z)q 2
+(- - tn - l . l  -- In-2,2 4- tn 2,1,1 + tn-3,3)q 3 + "". 
Cette sbrie d6crit, pour chaque valeur de k, le coefficient individuel de qk dans le q-d6nombre- 
ment des F-structures pour toute cardinalit6 n suffisamment grande. Le q-d6nombrement 
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considbr6 ici a 6t6 introduit par Hbl6ne D6coste (1989, 1993). I1 consiste n un polyn6me n q de 
degr6 n(n - i)/2 qui effectue une interpolation aturelle ntre le d6nombrement on-6tiquet6 
(q = 0) et le d6nombrement 6 iquet6 (q = 1) des F-structures urn points. L'existence de la 
q-s&ie g6narique a 6t6 sugg&6e par Dbcoste (1989, 1993) suite/t l'examen de tables pour les 
petites valeurs de n. 
I. Introduction 
D~signons par n!q le q-analogue classique de n!. Pour  chaque esp6ce de structures 
F et chaque partage 2 = (21,22 ....  ) d'un entier n, d6signons par t~ = t~(F) le nombre 
d'orbites de l'action naturelle du sous-groupe de Young ~ = ~,.).  .... ~< ~,  sur 
l 'ensemble des F-structures dont [-hi est l 'ensemble sous-jacent. Les substitutions 
simultan6es Xk := (1 -- q)kxk/(1 -- qk), k = 1,2 . . . . .  effectu6es dans la s6rie indicatrice 
des cycles Zv(x l ,  x2 . . . .  ) de l'esp6ce F produisent une q-s&ie formelle, not6e 
F(x;q) = ~ f,(q)x"/n! o (1.1) 
n=0 
dans laquelle les f,(q) sont des polyn6mes en q ~i coefficients entiers non-n6gatifs qui 
effectuent un q-d6nombrement aturel des F-structures ur n points [3, 4]. L'6tude de 
tables desf,(q) a sugg6r6 l'existence d'une s6rie formelle <<g6n6rique>> de la forme 
f,(q) = t, + ( - t ,  + tn-l ,1)q + (--tn + t , -2.2)q 2 
+ ( - - in_ l ,  1 - -  tn_2, 2 + tn_2,1, 1 + t,_3,a)q 3 + --- (1.2) 
d6crivant, de fa~on uniforme, chaque coefficient du q-d6nombrement des F-structures 
pour toute cardinalit6 n assez grande. Dans le present texte, nous d6montrons 
l'existence de cette s&ie g6n&ique et d6crivons une m6thode de calcul pour ses 
coefficients. 
Pour  faciliter la pr6sentation, rappelons d 'abord quelques concepts et notations 
classiques concernant les partages et les fonctions sym6triques [-8]. Consid&ons un 
partage 2 = (21,22, . . . ,  2r, ... ), off les 2r sont des entiers non-n~gatifs d6croissants 
21 ~>)~2/> "'" /> 2, ~> .--. Les 21 > 0 sont appel~s les parts du partage 2 et leur 
nombre, not6 f(2), est appel6 la longueur de 2. La somme 121 = 21 + 22 + -.- est 
appel6e le poids de 2. Si 12[ = n, on dit que 2 est un partage de net  on 6crit 2 ~ n. En 
particulier, tout entier n > 0 peut ~tre vu comme un partage poss6dant une seule part 
de valeur n (l'entier 0 est interpr6t6 comme le partage vide ne poss6dant aucune part). 
Un partage ,~ est souvent identifi6 /t son diagramme de Ferrers dans lequel on 
repr6sente successivement chaque part 2i par une suite horizontale de 2i carr6s 6gaux 
adjacents. Chaque suite horizontale de carr6s est superpos6e/t la suivante en respec- 
tant une justification ~i gauche. En interchangeant les lignes et colonnes (du diagramme 
de Ferrers) d'un partage 2, on obtient un partage, not6 2 '= (2],22 .. . .  ) appel6 le 
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conjugub de 2. La quantit6 suivante, attachbe fi chaque partage )~, nous sera par- 
ticuli6rement utile 
i>~l j 1 
Une composition est une suite d'entiers non-n6gatifs 6ventuellement uls (non n6ces- 
sairement d6croissants). Les composit ions eront d6sign6es par (n~, n2 ....  ) pour les 
distinguer des partages. Les ni > 0 sont appel6s les parts de la composit ion donn6e. En 
disposant en ordre d6croissant les parts d'une composit ion ( r t l ,  n2 ,  . . .  ), on obtient un 
partage dit <<sous jacent>> not6 (n l ,  n2 .... ) +. l~tant donn6e une suite d'ind6termin6es 
¢1, ¢2 . . . .  et un partage 2, on d6finit la fonct ion monomiale mon; = mon;.(¢l, ¢2 . . . .  ) 
associ6e au partage 2 par 
mon;(¢l ,~2 .... ) = ~ ¢~'~2 -~-.., (1.4) 
(n~.nz,. )- =;, 
o6 la somme est 6tendue fi toutes les composit ions ( th ,n2 ,  ... ~ dont 2 est le partage 
sous-jacent. 
2. La q-s~rie g~n~rique 
H~l~ne D~coste [3,4-1 a donn~ plusieurs formules pour les polyn6mes .£,(q) 
effectuant le q-d~nombrement des F-structures mentionn~ plus haut. Notre point 
de d6part consiste en l'une de ces formules: 
f . (q)  = ~ t~W~(q), (2.1) 
;,~-n 
off 
W;(q) = n!,mon;~((1 - q),(1 - q)q,(1 - q)q2 . . . .  ), (2.2) 
est un polyn6me en q de degr6 n(n - 1)/2 pour chaque partage )L ~- n. 
En utilisant le logiciel de calcul symbolique MAPLE  [2], elle a dress6 [-3] une table 
des f , (q)  pour toutes les cardinalit6s n ~< 9. Cette table d6bute ainsi: 
to(q) = to, f l (q )  = t l ,  f2(q) = t2 + ( - t2  + t l ,1)q, (2.3) 
f3 (q )=t3+( - - t3+tz .z )q+( - - t3+t2 .1)q2+(t3 - -2 t2 .1  +t l . l .1 )q  3, (2.4) 
f4(q) = t4 -k- ( - - t  4 + t3,1)q + (--t4 + t2,2)q 2 + (--f2,2 -~- t2,1. 1)q 3 
+ (t4 -- 2t3,1 + t2.1,1)q 4 + (t4 -- t3.1 -- t2.2 + t2.1.1)q 5 
+ (- - t4  + 2t3,1 + t2,2 -- 3t2, l,1 + t l . l , l . l )q  6. (2.5) 
Lorsque n grandit (et devient une variable formelle), un examen de cette table sugg6re 
une certaine <<stabilisation>> des coefficients de qk, pour chaque valeur de k fix6e 
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d'avance. Une s&ie de la forme (1.2) semble donc se d6gager. Ceci nous am6ne 
~t d6finir l'op6ration de rMuction suivante d'un entier par un partage. 
D/~finition 1. Soit n un entier et # un partage quelconque. La/z-rbduction de l'entier 
nest le partage de n, note n V ~, donn6 par 
n V/~ = (n -- ]/~[,/q,pz, .-. ) (2.6) 
sin -1/~1 ~>/~1. On consid&e que nV# n'est pas d6fini sin - I~1 < ~1. 
L'op&ateur V nous permet de r6+crire (1.2) sous la forme plus commode 
f.(q) = t~vo + (-t , ,vo + t.vl)q + ( - t .vo  + t,,v2)q 2 
+ ( - - tnV l  --  tnv  2 + tnvlX, l )+  tnv3)q  3 + ... 
et nous amine ~t formuler notre r6sultat central: 
(2.7) 
Theor~me 2. II existe une famille d'entiers Ck(~) index& par les couples form& d'un 
entier k et d'un partage I~ tel que /~1 + 2/~2 + 3#3 + "" ~< k, satisfaisant 
f"(q) = ~ (k~>O .~ +2.,~"+ . . .  ~k  Ck(~)tnv~) qk" (2.8) 
Cette kgalitk doit &re interpr~t~e au sens suivant: pour chaque indice k, le coefficient de 
qk n'est valable que pour les entiers n suffisamment grands (n >>. 2k, en fait). De plus, les 
nombres Ck(lO peuvent &re calcul& via le schbma rbcursif, 
Ck(O) = {(0-- 1)i sinonSi k = i(3i +_ 1)/2, i entier >~0, (2.9) 
et, pour It ~ O, 
Ck(l~) = ~ ck-,,,t(l~\p). (2.10) 
p:It 
i>~¿ 
Les notations suivantes ont utilis&s: p: l ~ sionifie que l'entier p parcourt les parts 
distinctes du partage la (une et une seule fois chacune), p \p  d&igne le partage obtenu en 
retranchant de I~ (une seule copie de) la part p. 
Notons que les coefficients Ck(#) sont ~mniversels)) puisqu'ils ne d+pendent ni de n, 
ni de l'espSce F consid&6e. La d6monstration du th6orSme repose sur les deux lemmes 
suivants: 
Lemme 3. Les polyn6mes W;,(q) sont de la forme 
W;,(q) = q"~;') + mon6mes de deor& sup&ieurs en q. (2.11) 
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D~monstration. L 'homog~n~it~ des fonct ions monomia les  mon;. permet  de r66crire 
(2.2) sous la forme 
W;(q) = (1 - q)(1 - q2) ... (1 - qk;~l)mon;(1,q,q 2 . . . .  ). (2.12) 
La facteur (1 - q)(1 - q2) ... (1 - ql;,i) n ' inf lue pas sur le terme de degr6 min imum en 
q dans  (2.12). Ce terme de degr6 min imum est donc  celui de 
mon;~(1,q,q 2, .,. ) = ~ l"'q"'-q 2"~ . . . .  (2.13) 
(n~.n2 , . . ) *  ~/  
La somme n2 + 2n3 + -.. est min imale  pour  le choix unique nl = 21, i = 1,2, . . .  et 
vaut  n(2). [ ]  
Lemme 4. Les fonctions M; . (q )=mon; (1 ,q ,q  2.. . .  satisfont le schkma rbcurs!(: 
Mo(q) = 1 et, pour 2 # O, 
1 
M;~(q) = 1 - ql;,------5 ~ ql;,I-PM;,.p(q). (2.14) 
p:). 
D~monstrat ion.  En s6parant  les cas nl = 0 et nl = p > 0 dans  (1.4), on obt ient  
mon;~(~.l,~,2,¢3, ... ) = mon;(~2,~.3,~4, ... ) + ~, ~.~mon;,,,(~2,~3,~4, ... ). (2.15) 
p:,:,  
On conclut  en posant  ~k:= qk-1,  k - -1 ,2 , . . . ,  et en ut i l isant l 'homog6n6i t6  des 
mon2. [] 
D~monstration du th~or+me 2. I1 existe, h cause du Lemme 3, des po lyn6mes  Y;.(q) tels 
que 
f.(q) = ~ t;W;.(q)= ~" t;.q"';"Y;.(q). (2.16) 
~-n ),b-n 
Pour  une valeur  de k fix6e, p renons  n arb i t ra i re  sat isfaisant n ~> 2k. Les seuls Z ~- n 
cont r ibuant  au mon6me qk dans le d6ve loppement  complet  de (2.16), sont ceux 
pour  lesquels n(2) = 22 + 223 + 324 + .-- ~< k. Posons/~1 = 22,/~2 -- 23 . . . . .  A lors  
/~ = (~1,/~2 . . . .  ) est un par tage  tel que 2~ --- n - [/~l. Ainsi, 2 est n6cessai rement un 
par tage  de la forme 
• ~ =(n- -  I / / I , kq , l - t z , . . . )=n~p,  /q +2~t2 +3/~3 + ... ~<k. (2.17) 
On a bien n - I/z[ >t /~.  Pour  toute s6rie formel le og(q) de la var iab le  q, d+signons par  
[qk]co(q) le coefficient de qk dans co(q). On peut  donc  6crire 
[qk]f , (q)  = [qk] ~, t ,v , ,W,v , , (q  ) 
/at + 2,u2 + . . .  ~< k 
= [qk] ~ t,,v, , .(1 - q ) . . .  (1 - q")M,,v,,(q). (2.18) 
u~ + 2#2 + ""  ~< k 







r 'n  
,d I I m I 
+ I ,m+ 
r im 
~'~ I v'f "~ I 
~,+,~,  ~fl +~+ ~ 
E { H +r.Z 
} ~ I l ~, ~f+ 
l~ l~,  H ~  I =~ 
~H I = ~ ~l~,  
+ ~ =  Im 
+ ~F I + ~ '~ l l 
m I ~ I M 
i ' - - I  
_~ -~ ~ I -  
i-',1 
E E I l~l~ ~ i 
i-,--I !-,_l 
I I ,=, + + ~  ~ I ,~ ,  ~+ 
r-~ r-~ ~-~ ~ I ~-~ + 
I I . I ,~ ,  ~ I 
,~'~ ,~ A TM ~'~ ~ I ~ 
~ ~ I ,H ~+ ~ 
+ + ~ ~ ~ ~F ~ 
~ ~ I ~ &_~ T I 
~l lml  =+ 
1 l~ '+ I ?--~ ~ ~ I ~ 
+ l T ? l T - -F~E~ 
~ ~+++ 
I # i I'7~ 
~ ,-.-~ + ~ '--~ ,~, 
~+ I ~+ l ++ i ~ ,~ l  
M-~ ~-~i  + 
~ ~ I ~ ~ I ~ -~ i ~ I + ~  
~ I i I I ~ I ~ ~+ ~++ ~I  I ~ I  I I I ++ I 
H. Dbcoste, G, Labelle/Discrete Mathematics 153 (1996) 59 67 65 
i -  ~ ~ ~, ~+~_~ I 
?T- 
m--A- - ,m,  
~+ m ~ ~ + ~ - - ~ +  
=N I ~+ +~,=,7  I 
~ ~ - ~ + 
~ I ~ I ÷-  
I m ~ I 
~ ~ I ,m~l 
- - _~ I ~T  ~ 
F~ m i - -~  I 
I ~ I + 
I ~ I +G -- 
-- I 
m i ~ i ~ m 
++ I I # i -- 
~ - -  I I 
T 
+ "~ c '~ I ~ ~ r - ~  I I I I I ~ I ,~, ~ 
--~-~ ~-~ I I m I ~L-~-- I t 'z  - -  * - -  
• . -H - -  + I I ~ I + + [ I 
i _a  
~_~_~ . ~ ~ ~ +~ I 
~ e q  
~i I I I I I I 'm I I I I + m m'm' I I I I 
~-~ I I + I I ÷ I I + I + I -k -I- + + + + + 
66 H. Dbcoste, G. Labelle / Discrete Mathematics 153 (1996) 59-67 
D'autre part, en posant 2 = n V p dans le Lemme 4 on trouve 
1(  ) 
Mnv.(q) - 1 q" qn-i~ I~llM.(q ) + q"-PM;,p(q) . (2.19) 
n I/~l ¢~ p :, .  
Nous allons montrer que darts l 'anneau des s6ries formelles en q, chaque terme de la 
derni&e sommation satisfait 
q"-PM;,\p(q) = 0 (modqk+l).  (2.20) 
En effet, soit p =/2i # n -  1/21 l'une des parts de /2 apparaissant dans (2.20) et 
d6finissons 6i par 
6i = degr6 minimum en q darts q"-J"M;,~,,(q). (2.21) 
,~ cause de (2.17), deux possibilit6s peuvent alors se pr6senter:/2~ < k ou/2~ = k. Dans 
le premier cas (/2~ < k), on a les  in6galit6s suivantes/t cause du Lemme 3, 
6i = n -/2~ + n(2\/2~) ~> n - /2 i  t> 2k -/2~ ~> k + 1. (2.22) 
Dans le deuxi6me cas (/2~ = k) on a n6cessairement/2i =/21 = k et f(/2) = 1, ~ cause de 
(2.17). Le partage 2 est donc de la forme )o=nV/2=n~/21  =(n- /21 , /21)  = 
(n - k, k) off n - k ~> k. Le cas de l'$galit6 n - k = k est ~ rejeter puisque la part 
k apparaitrait deux lois clans (2.19): une lois sous la forme k = n - 1/2] et une autre lois 
sous la forme k = p. I1 ne reste doric que la possibilit6 n - k > k, qui entraine 
~=61=n-k+n(2 \k )~>n-k>k.  (2.23) 
La congruence (2.20) est donc 6tablie. Ainsi, l'+galit6 (2.19) se r6duit/t la suivante 
1 
M"vu(q) = ~ l  (ql"lM"(q) + O(qk+ 1)). (2.24) 
En substituant (2.24) dans (2.18), on obtient la formule 
[qk]f,(q) = ~ t,v,,[qk](1 -- q) ' "  (1 -- q"-a)ql"lM,(q). (2.25) 
l q  + 2,u2 + "" <~ k 
Notons que la partie de (2.25) ~ droite de t,,v, est invariante par rapport aux valeurs de 
n consid&6es. On peut donc faire n ~ 0o et obtenir alors 
[qk]f.(q) = ~ t,v,[qk]O,,(q) (2.26) 
lq  + 21t2 + "'" <~ k 
of 2 
O~(q) = ql~'M~(q) f i  (1 - qi) = q,~lmon~(1,q, q2 . . . .  ) I~ (1 - qi). (2.27) 
i=1  i=1  
L'existence de la formule (2.8) est donc 6tablie en prenant les coefficients 
Ck(/2) = [qk] O~,(q). En ce qui concerne le sch6ma r6cursif pour ces coefficients, on 
H. Dbcoste. G. Labelle /Discrete Mathematics 153 (1996) 59-67 67 
proc6de comme suit. Par le th6or+me pentagonal classique d'Euler [1, 5] on a imm6- 
diatement 
Oo(q) = f i  (1 -q i )= 1 + ~ (-1)i(x i(3i-1)'2 4-xi(3i+l)"2). (2.28) 
i=1  i=1 
Ce qui donne (2.9). Finalement, en invoquant le Lemme 4, on v6rifie facilement que 
pour IL ¢ 0, 
qL~,l 
0~'(q) = 1 ~ql,, I  ~-"~ 0~,,p(q)= ~ q/l~,l ~ 0,,,,,(q). (2.29) 
p:~ i >~ 1 P:B 
La formule (2.10) s'obtient en extrayant le coefficient de qk dans (2.29). [] 
Nous terminons en pr6sentant la Table 1, calcul6e par MAPLE [2] /t partir du 
Th6or6me 2, qui donne les coefficients de qk dans le q-d6nombrement g6n~rique pour 
04k~<15.  
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